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МАТЕМАТИКИ

Этаж 4
ОБЪЕКТЫ
Мир построен Великим Архитектором

 по математическому плану.

Морис КЛАЙН
M.C.Escher's "The Drowned Cathedral" ( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.
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Этаж 4

ОБЪЕКТЫ
Математика – наиболее абстрактная и в то же время наиболее независимая от внешнего мира наука, поэтому говорить о современной математике с нематематиками практически почти невозможно.

Лоран ШВАРЦ

Познакомившись с основными понятиями теории множеств и вступив на третий этаж, мы встретились с важнейшими математическими объектами – числами, которые постепенно подготавливают нас к нелегкому восхождению на верхние этажи здания. Числовые множества обладают характерными особенностями, открывающими дорогу на обширный четвертый этаж.

Если множество наделено какими-либо специфическими свойствами, то говорят, что оно структуризовано, т.е. на нем определена некоторая структура. На четвертом этаже располагаются основные классы структуризованных множеств – упорядоченные (блок А), алгебраические (блок В), топологические (блок С) и измеримые (блок D). Каждому из этих классов объектов соответствует тот или иной тип чистой структуры. "Чистота" структуры предполагает, что каждый рассматриваемый класс структуризованных множеств не выводится из других и может быть исследован самостоятельно. Таким образом, порядок прохождения указанных блоков в значительной степени произволен. Однако поскольку на предшествующих этажах мы уже успели встретиться с отношением порядка и алгебраическими операциями, знакомство со структуризованными множествами естественнее будет начать с рассмотрения упорядоченных и алгебраических структур, охватывающих эти понятия. Кроме того, упорядоченные множества отличаются значительной простотой по сравнению с другими типами множеств, наделенных структурой. В этой связи именно с таких объектов мы начнем прохождение четвертого этажа.
Каждая чистая структура обобщает конкретные свойства числовых множеств. В частности, числа можно расположить по возрастанию, т.е. указать степень предшествования одних чисел другим, что соответствует упорядоченной структуре. Для чисел определены операции сложения и умножения, характеризующие их алгебраическую структуру. Можно также указать степень близости одних чисел к другим, что связано с топологической структурой. Наконец, имеется возможность оценки размера числовых множеств (длина числового отрезка и т.п.), что характеризует измеримую структуру множества. В процессе обобщения на множества общего вида указанных свойств числовых множеств и определяются важнейшие классы математических объектов, обитающих на четвертом этаже здания.

В последнем блоке располагаются множества, наделенные смешанными структурами, т.е. несколькими типами чистых структур одновременно. При этом предполагается, что рассматриваемые структуры в некотором смысле согласованы между собой. Именно с помощью смешанных структур строятся важнейшие математические дисциплины, например, математический анализ. 
В дальнейшем нам предстоит рассмотреть некоторые унификации. Общая теория структур, позволяющая взглянуть на любые структуризованные множества с единых позиций, рассматривается на пятом этаже. Мы познакомимся также с теорией категорий, устанавливающей общие принципы конструкции структуризованных множеств и их связь между собой. Это позволит возводить частные математические теории и решать прикладные задачи.
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Чем занимаются математики,
как не порядком и отношением?

Аристотель
M.C..Escher's "Colonnade of  St.Peter's in Rome" (  Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.
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Блок А

УПОРЯДОЧЕННЫЕ
ОБЪЕКТЫ

Рано или поздно ум человека, вооруженный обилием данных, неизбежно придет к заключению, что все это множество фактов необходимо некоторым способом упорядочить.

Арнольд ТОЙНБИ

Выбрав произвольным образом два числа, мы непременно установим, что одно из них не превосходит другое. Наличие некоторого критерия предшествования одних элементов другим связано с естественным отношением (, которое оказывается рефлексивным, транзитивным и антисимметричным и называется порядком. Произвольное множество, наделенное подобным отношением, считается упорядоченным. Упорядоченные множества являются важнейшими обитателями данного блока и располагаются в его второй комнате. Они предполагают наделение множества упорядоченной структурой и применяются практически во всех разделах Математики. В первой же комнате рассматривается более общее понятие квазиупорядоченного множества, для которого антисимметричность отношения уже не является обязательной. Это характерно, например, для множества целых чисел с отношением делимости.

Среди упорядоченных множеств выделяются решетки, характеризуемые тем, что любое их двухэлементное множество обладает нижней и верхней гранью. Таким свойством обладает, например, множество натуральных чисел, упорядоченное отношением делимости. Для любых двух элементов из основных классов числовых множеств всегда можно точно указать, который из этих объектов предшествует другому. Тем самым эти элемента неизменно оказываются сравнимыми. Комплексные числа можно естественным образом упорядочить по одновременному возрастанию или убыванию их действительной и мнимой части. Однако далеко не каждые два комплексных числа оказываются сравнимыми в указанном выше смысле. Сравнимости произвольных элементов упорядоченного множества соответствует понятие линейно упорядоченного множества. Наконец, в классе вполне упорядоченных множеств любое непустое подмножество имеет минимальный элемент, что реализуется, например, для множества натуральных чисел с естественным порядком.

Дальнейшее продвижение вперед связано с рассмотрением множеств, наделенных не только порядком, но и другими типами структур (см. блок Е). Примером подобных объектов служит упорядоченная группа – множество, на котором определены порядок и алгебраические операции, соответствующие группе (см. блок В), в некотором смысле согласованные между собой.

Комната 4А.1. КВАЗИУПОРЯДОЧЕННЫЕ МНОЖЕСТВА

Главной целью всех исследований внешнего мира должно быть открытие рационального порядка и гармонии, которые Бог ниспослал миру и открыл нам на языке математики.

Иоганн КЕПЛЕР

В процессе увлекательного путешествия по третьему этажу и знакомства с его разнообразными обитателями нельзя не обратить внимания на одно важное обстоятельство. На важнейших числовых множествах естественным образом вводится некоторое отношение (, определяющее направление возрастания чисел. Задавая аналогичное отношение на произвольном объекте, мы приходим к понятию упорядоченного множества – одному из важнейших классов структуризованных множеств. Однако для начала познакомимся с объектом более простой природы.

Определение 4А.1. Отношение ( на множестве Х называется 
 квазипорядком XE "квазипорядок" , если оно рефлексивно и транзитивно. Пара (Х,() 
называется квазиупорядоченным множеством XE "множество:квазиупорядоченное"  с носителем XE "носитель:квазипорядка"  Х и 
квазипорядком  (.

Если (Х,() – квазиупорядоченное множество, то говорят что на Х 
задана квазиупорядоченная структура XE "структура:квазиупорядоченная" , определяемая отношением ( (см. рис. 4А.1).
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Рис. 4А.1. Квазиупорядоченное множество (Х,().
Замечание 4А.1. Мы впервые явным образом сталкиваемся с понятием структуризованного множества XE "множество:структуризованное" . Оно представляет собой пару (см. рис. 4А.1), состоящую из некоего множества – носителя структуры XE "носитель:структуры"  и собственно структуры (в данном случае – квазиупорядоченной, т.е. задаваемой квазипорядком), характеризующей некоторые специфические свойства на рассматриваемом множестве (здесь, возможность сравнения отдельных его элементов в смысле квазипорядка). 
Замечание 4А.2. Квазиупорядоченные множества, как и другие типы структуризованных множеств определяются аксиоматически посредством указания свойств, характерных исключительно для указанного класса объектов. Это в полной степени согласуется с описанной на втором этаже возможностью задания множества на основе определяющего свойства всех его элементов. 

Замечание 4А.3. Для краткости квазиупорядоченное множество часто обозначается по наименованию своего носителя. Точно также мы будем поступать и в отношении других типов структуризованных множеств.
Введенное на ранее отношение ( на множестве мощностей Card и числовых множествах 
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 является квазипорядком (мы еще убедимся в том, что в действительности оно обладают существенно более сильными свойствами). Квазиупорядоченными множествами являются пары (((Y),(), где Y – произвольное непустое множество (см. рис. 4А2); (
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– n-мерное евклидово пространство (n-кратное произведение множества 
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 на себя), а x(y означает, что xi(yi, i = 1,...,n, причем xi , yi – компоненты векторов х и у (см. рис. 4А.4); (C[0,1], (), где C[0,1] – множество непрерывных функций на отрезке [0,1], а условие x(y означает, что  x(t) ( y(t)  для всех  t([0,1] (см. рис. 4А.5); (X, =), где Х – произвольное множество (см. рис. 4А.6).
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Рис. 4А.2. Квазиупорядоченное множество (((Y ),() , где Y = {x,y,z}.
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Рис. 4А.3. Квазиупорядоченные множества (
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Рис. 4А.4. Квазиупорядоченное множество 
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Рис. 4А.5. Квазиупорядоченное множество (C[0,1], ().
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Рис. 4А.6. Тривиальное квазиупорядоченное множество.
Замечание 4А.4. Последний случай соответствует понятию тривиальному XE "множество:квазиупорядоченное, тривиальное"  квазиупорядоченному множеству и говорит, по крайней мере, о том, что любое множество, в принципе, можно упорядочить (в действительности, справедливо существенно более сильное утверждение, см. комната 4А.5). Естественно, такое квазиупорядоченное множество в силу своей тривиальности не имеет серьезного практического значения.

Замечание 4А.5. Множество натуральных чисел мы упорядочили двумя различными способами – по возрастанию (точнее, неубыванию) элементов и в смысле делимости. В результате получаются два квазиупорядоченных множества, существенно различающихся по своим свойствам. Таким образом, на одном носителе можно определить разные отношения квазипорядка (см., также, определение 4А.2). Это остается верным и для других типов структур.

Замечание 4А.6. Для квазиупорядоченного множества (Х,() общего вида возможно одновременно выполнение условий x(y и y(x для различных элементов x и y из Х. Так, для квазиупорядоченного множества (
[image: image19.wmf]¢

,|) (точнее, для (
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¢

|) выполнены условия 3|-3 и -3|3. Этим обстоятельством и объясняется тот факт, что рассматриваемые объекты называются квазиупорядоченными, а не просто упорядоченными, как множества из последующей комнаты. 

Мы вновь стремимся к расширению класса объектов рассматриваемого типа. Построение новых квазиупорядоченных множеств легче всего осуществлять с помощью уже имеющихся множеств, наделенных квазипорядком. Ниже будут описаны три стандартных приема определения квазиупорядоченных множеств, один из которых связан с понятием двойственного квазипорядка, второй – с наделением данной структурой подмножества носителя квазиупорядоченного множества, а третий – с произведением квазиупорядоченных множеств. 

Определение 4А.2. Отношение ( на Х называется двойственным квазипорядком XE "квазипорядок:двойственный" , если условие х(у выполняется всякий раз, когда справедливо соотношение у(х. Пара (Х,() называется двойственным квазиупорядоченным множеством XE "множество:квазиупорядоченное, двойственное"  по отношению к (Х, ().
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Рис. 4А.7. Двойственное квазиупорядоченное множество.
Замечание 4А.7. Квазиупорядоченная структура на множестве Х, определяемая порядком (, называется двойственной XE "структура:квазиупорядоченная, двойственная"  по отношению к исходной структуре (см. рис. 4А.7). Введенное понятие двойственности согласуется с определенной на втором этаже двойственностью соответствий и отношений (это естественно, поскольку квазипорядок есть специфический тип отношений). Оно будет рассмотрено также при описании алгебраических объектов (см. блок В). Общее понятие двойственности XE "двойственность"  определяется в теории категорий (см. этаж 5).

Понятно, что естественное отношение ( на числовых множествах является двойственным квазипорядком в выше указанном смысле. Любопытно, что тривиальное квазиупорядоченное множество (X,=) оказывается двойственным к самому себе.
Определение 4А.3. Квазиупорядоченным подмножеством XE "подмножество:квазиупорядоченное"  множества (Х,() называется такая пара (Y,(), что Y вложено в Х, а условие x(y на Y выполняется тогда и только тогда, когда это соотношение выполнено на Х. 
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Рис. 4А.8. (Y,() – квазиупорядоченное подмножество (Х,().
Замечание 4А.8. На квазиупорядоченном множестве 
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 можно взять подмножество носителя 
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 на котором определено отношение делимости. Естественно, квазиупорядоченное множество 
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 не будет квазиупорядоченным подмножеством объекта 
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 поскольку структуры порядка на этих множествах не согласованы.
Если имеется некоторое квазиупорядоченное подмножество Y  из Х, то говорят, что имеющаяся квазиупорядоченная структура на Y индуцирована XE "структура:квазиупорядоченная, индуцированая"  соответствующей структурой Х, а квазиупорядоченная структура на Х является продолжением XE "продолжение:структуры, квазиупорядоченной"  структуры на Y (см. рис. 4А.8). 
Замечание 4А.9. Очевидно, квазиупорядоченная структура может быть индуцирована на любое подмножество носителя исходной структуры. Однако получаемое при этом квазиупорядоченное подмножество может существенным образом отличаться от исходного множества (см., примеры 4А.6 и 4А.7). Отметим, что не всякая структура индуцируется на произвольное подмножество своего носителя (см., в частности, блок В).  
Замечание 4А.10. Понятие квазиупорядоченного подмножества соответствует подобъекту в категории квазиупорядоченных множеств (см. этаж 5). Индуцированная квазиупорядоченная структура и продолжение структуры на более широкое множество соответствует аналогичным понятиям, использованным на предшествующем этаже при построении числовых множеств (см. этаж 3). В дальнейшем мы еще столкнемся с другими классами подобъектов. Более подробно подобные вопросы будут обсуждаться в  теории категорий.
Если пара (Y,() является квазиупорядоченным подмножеством (Х,(), то используется запись (Y,() ( (Х,() или в сокращенной форме Y(Х. Для рассмотренных на третьем этаже квазиупорядоченных множеств справедливы соотношения:
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Замечание 4А.11. Отношение ( в классе всевозможных квазиупорядоченных множеств само является квазипорядком (и даже порядком, см. комната 4А.2).

Пусть заданы квазиупорядоченных множества (Х1,(1) и (Х2,(2). Введем квазипорядок на произведении Х = Х1(Х2  их носителей.
Определение 4А.4. Квазиупорядоченное множество (Х,() называется произведением квазиупорядоченных множеств XE "произведение:квазиупорядоченных множеств"  (Х1,(1) и (Х2,(2), если (х1,х2) ( (у1,у2) на Х означает выполнение условий х1 (1 у1 и х2 (2 у2 .
Замечание 4А.12. Мы ограничиваемся для простоты определением произведения двух квазиупорядоченных множеств. Можно задать произведение произвольного (не обязательно, конечного и даже не обязательно счетного) семейства квазиупорядоченных множеств. 

В частности, рассмотренное ранее квазиупорядоченное множество 
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 (см. рис. 4А.4) является произведением квазиупорядоченного  множества 
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 на себя.
Замечание 4А.13. Квазипорядок ( называют произведением квазипорядков XE "произведение:квазипорядков"  (1 и (2 . Здесь мы впервые сталкиваемся с понятием произведения структур XE "произведение:структур" . 
Замечание 4А.14. Еще один универсальный прием построения новых структуризованных множеств будет связан с наделением структурой образа или прообраза структуризованного множества. Эта процедура будет описана в последующей комнате. В дальнейшем мы будем также переносить структуру с множества на фактормножество (см. блоки В и С), получая при этом соответствующий факторобъект рассматриваемого объекта (см. этаж 5).
Рассмотрим одно специфическое квазиупорядоченное множество.
Определение 4А.5. Непустое квазиупорядоченное множество (Х,() называется направлением XE "направление" , если для любых элементов х и у из Х найдется такой элемент z из Х, что z(х и z(у. Направленностью XE "направленность"  на множестве Y называется отображение А из направления (Х,() в Y.

Множество натуральных чисел, естественным образом упорядоченное по возрастанию является направлением. На произвольном множестве Y последовательность {xk} представляет собой отображение 
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 характеризуемое равенством Аk = xk. Таким образом, любая последовательность оказывается направленностью.

Замечание 4А15. В теории топологических пространств (блок С) используют направленности общего вида, в которых направленное множество (множество индексов) несчетно. 
Рассмотрим преобразования квазиупорядоченных множеств. Пусть заданы квазиупорядоченные множества (X,(X), (Y,(Y) и оператор 
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(см. рис. 4А.9).

Определение 4А.6. Отображение  А : (X,(X) ( (Y,(Y)  называется монотонным XE "оператор:монотонный"  (антимонотонным XE "оператор:антимонотонный" ) оператором, если из условия x (X y следует, что Аx (Y Аy (соответственно, Ау (Y Ах). 

Замечание 4А.16. Иногда оператор, обладающий выше указанным свойством, называют изотонным XE "оператор:изотонный" . 
Замечание 4А.17. В анализе и теории уравнений используются понятия монотонного оператора, отличные от введенного выше.

Замечание 4А.18. Понятия монотонного и антимонотонного оператора двойственны. 
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Рис. 4А.9. Монотонный и антимонотонный операторы.
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Рис. 4А.10. Монотонные функции.
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Рис. 4А.11. Монотонный оператор  A : (((Y),() ( (Card,().

Монотонно возрастающая функция является монотонным оператором, а монотонно убывающая – антимонотонным на множестве действительных чисел (см. рис. 4А.10). Отображение А : (((Y),() ( (Card,(), которое ставит в соответствие любому подмножеству непустого множества его мощность, монотонно: из вложения х(у следует неравенство (cм. рис. 4А.11) Card х ( Card у. Суперпозиция монотонных операторов монотонна.

Замечание 4А.19. В теории категорий последнему свойству соответствует утверждение о том, что произведение морфизмов непременно является морфизмом. Монотонные операторы оказываются морфизмами в категории квазиупорядоченных множеств. В дальнейшем при описании любой структуры мы будем всякий раз определять морфизмы данной структуры, т.е. такие отображения, которые переносят определяющее свойство структуры. В данном случае таковым свойством является квазипорядок. Более подробно эти вопросы будут рассмотрены на шестом этаже при описании структур и категорий.

Определение 4А.6.  Отображение  А : (X,(X) ( (Y,(Y) называется изоморфизмом квазипорядка XE "изоморфизм:квазипорядка" , если оператор А : Х ( Y является биекцией, причем как сам оператор А, так и обратный к нему оператор монотонны. Квазипорядоченные множества изоморфны XE "множества:квазиупорядоченные, изоморфные" , если существует изоморфизм квазипорядка, переводящий одно из них в другое. 

Оператор А будет изоморфизмом квазипорядка тогда и только тогда, когда соотношения x(X x' и Аx(Y Аx' эквивалентны. Некоторое свойство квазиупорядоченного множества называется квазиупорядоченным свойством XE "свойство:квазиупорядоченное" , если оно не меняется при рассматриваемых изоморфизмах.

Замечание 4А.21. Общие понятия изоморфизма структуры или 
категории, изоморфных объектов и свойства структуры будут даны на пятом этаже при описании теории структур и категорий. Различные свойства квазиупорядоченной структуры (точнее, более тонкой упорядоченной структуры) рассматриваются в последующей комнате.

Пример 4А.1. Рассмотрим множество комплексных чисел 
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 и двумерное евклидово пространство (плоскость) 
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 с естественным отношением квазипорядка. Очевидно, оператор А, ставящий в соответствие любому комплексному числу a+bi точку (а,b) на плоскости, является биекцией. При этом как сам оператор А, так и обратный к нему оператор монотонны. Следовательно, соответствующие квазиупорядоченные множества изоморфны, а значит, обладают совершенно одинаковыми свойствами исследуемой структуры. 

Замечание 4А.21. Пользуясь терминологией последующих комнат, скажем, что оба рассмотренные выше множества являются упорядоченными, но не линейно упорядоченными множествами, не обладают ни максимальным, ни минимальным элементами, не ограничены ни снизу, ни сверху. Подобное совпадение свойств множества комплексных чисел и евклидовой плоскости едва ли должно удивлять, если вспомнить определение комплексных чисел (см. этаж 3).

Теория квазиупорядоченных множеств изучает исключительно те свойства множеств, которые не меняются при изоморфизмах квазипорядка, т.е. исключительно квазиупорядоченные свойства. Очевидно, изоморфность есть отношение эквивалентности в классе квазиупорядоченных множеств. Отождествляя между собой все изоморфные квазиупорядоченные множества, мы получаем некоторое фактормножество. Каждый его элемент представляет собой класс эквивалентности, состоящий из совокупности изоморфных между собой квазиупорядоченных множеств. Все элементы этого класса обладают совершенно одинаковыми квазиупорядоченными свойствами, а значит, не различимы с точки зрения квазиупорядоченной структуры. В этой связи можно считать, что теория квазиупорядоченных множеств изучает фактормножества с факторизацией относительно существования изоморфизма квазипорядка. Другими словами, в данной теории свойства множества изучается с точностью до изоморфизма квазипорядка. 

Замечание 4А.22. В частности, в теории квазиупорядоченных множеств 
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 и 
[image: image38.wmf]2

¡

с соответствующими отношениями порядка следует понимать как один и тот же объект.

Замечание 4А.23. В дальнейшем мы убедимся, что приведенные выше рассуждения характерны для любой структуры. Каждой математической теории соответствует свое понятие изоморфизма и соответствующий класс изучаемых свойств (см. этаж 5). Тем самым в любой предметной области объект исследования идентифицируется исключительно с точностью до соответствующего изоморфизма.

Замечание 4А.24. Естественно, изоморфные квазиупорядоченные множества не обязательно тождественны, а значит, могут различаться некоторыми свойствами. Однако в теории квазиупорядоченных структур такие свойства не могут быть выявлены. Для их обнаружения следует привлекать другой математический аппарат, т.е. пользоваться теорией, в которой эти объекты уже не будут изоморфными.

В дальнейшем мы будем рассматривать квазиупорядоченные множества, обладающие более сильными свойствами, характерными почти для всех рассмотренных выше объектов.
Замечание 4А.25. При исследовании свойств порядка обычно начинают с рассмотрения описываемых ниже упорядоченных множеств. Однако при решении конкретных задач чрезвычайно важно подобрать аппарат, адекватный данной проблеме. Слишком слабый аппарат может оказаться не достаточными для достижения желаемой цели. Используя же чрезмерно сильный аппарат, мы рискуем погрязнуть во второстепенных деталях и упустить из вида истинную природу задачи. В этой связи в процессе исследования часто приходится двигаться в разных направлениях – усиливать структуру в надежде получить более эффективное средство решения проблемы и ослаблять структуру с целью устранения ненужных деталей и распространения результатов на более широкий класс решаемых задач. Мы начинаем с предельно грубой структуры квазипорядка, а затем постепенно усиливаем налагаемые на нее ограничения, получая объекты, наделенные более богатыми свойствами. Того же принципа мы будем, как правило, придерживаться и в дальнейшем.
Замечание 4А.26. Важным здесь является то обстоятельство, что многие стандартные понятия теории упорядоченных множеств могут быть сформулированы на основе более общей (а значит, более простой) структуры квазипорядка (см., в частности, определения 4А.2 – 4А.5). 

Замечание 4А.27. С квазиупорядоченными множествами мы еще столкнемся в теории категорий (см. этаж 5) при определении общих понятий подобъекта и факторобъекта.

Комната 4А.2. УПОРЯДОЧЕННЫЕ МНОЖЕСТВА

Вещи бывают великими и малыми не токмо по воле судьбы и обстоятельств, но также по понятиям каждого.

Козьма ПРУТКОВ

Нетрудно убедиться, что для большинства из рассмотренных ранее квазиупорядоченных множеств отношение квазипорядка обладает замечательным дополнительным свойством. Отношение ( на множестве Х называется антисимметричным XE "отношение:антисимметричное" , если из х(у и у(х следует равенство 
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 В частности, антисимметричны кратность натуральных чисел, отношение "не превосходит" для действительных чисел, вложение множеств, равенство для объектов любой природы. Наделив отношение квазипорядка указанным свойством, приходим к существенно более содержательному понятию упорядоченного множества.

Определение 4А.7. Упорядоченным множеством XE "множество:упорядоченное"  с носителем XE "носитель:порядка"  Х и порядком XE "порядок"  ( называется пара (Х,(), где ( есть рефлексивное транзитивное антисимметричное отношение на множестве Х. 

Если (Х,() – упорядоченное множество, то говорят что на Х 
задана упорядоченная структура XE "структура:упорядоченная" . Определенные ранее квазиупорядоченные числовые множества являются упорядоченными. Таковым оказывается также множество натуральных чисел с отношением делимости. Однако квазиупорядоченное множество 
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 упорядоченным не является. Тем не менее, после несложной оно превращается в упорядоченное множество процедуры. Пусть задано квазиупорядоченное множество (Х,(). Очевидно, отношение ( множестве Х, для которого условие х(у предполагает одновременное выполнение соотношений х(у и у(х, является эквивалентностью. Рассмотрим фактормножество Х/(. Определим на нем отношение (, считая условие a(b выполненным, если справедливо соотношение х(у для всех х(а, у(b. Тогда пара (Х/(,() будет упорядоченным множеством. Поясним описанную процедуру следующим характерным примером.
Пример 4А.2. На множестве треугольников Х введем отношение (, полагая условие х(у выполненным, если площадь треугольника х не превосходит площади треугольника у. Это отношение является рефлексивным и симметричным, а значит, оказывается квазипорядком. Однако оно не антисимметрично, поскольку одновременное выполнение соотношений х(у и у(х предполагает равенство площадей треугольников, хотя сами они могут при этом и не совпадать. Отношение эквивалентности ( на множестве треугольников состоит в равенстве их площадей. Таким образом, каждый элемент фактормножества Х/( представляет собой совокупность треугольников одной и той же площади, т.е. фактически характеризуется площадью этих треугольников. Отношение ( на множестве площадей треугольников Х/( соответствует невозрастанию площадей. Тем самым множество треугольников с введенным отношением квазипорядка определяет упорядоченное множество площадей треугольников с естественным порядком (см. рис. 4А.12). 

Замечание 4А.28. Итак, любое квазиупорядоченное множество однозначно определяет некоторое упорядоченное множество. Применительно к квазиупорядоченному множеству из 
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 таковым является множество неотрицательных целых чисел с естественным отношением делимости.
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Рис. 4А.12. Трансформация квазиупорядоченного множества в упорядоченное. 
Замечание 4А.29. Квазиупорядоченное множество часто оказывается, некоторой совокупностью объектов (например, треугольников), свойства которых в каком-то смысле упорядочены (например, по невозрастанию площадей). Естественно, требование антисимметричности в этом случае не выполняется – из совпадения признаков каких-либо объектов естественно не следует равенство самих объектов. Однако в классе свойств (на множестве площадей) антисимметричность уже реализуется, т.е. получается упорядоченное множество. 

Замечание 4А.30. На основании рассмотренного примера становится ясно, что класс квазиупорядоченных множеств существенно шире класса упорядоченных множеств: гораздо проще обеспечить упорядочение какого-либо отдельного признака объектов, чем ввести порядок на всем множестве этих объектов. Естественно, отношений с двумя заданными свойствами (рефлексивностью и транзитивностью) невообразимо больше, чем тех, которые обладают сразу тремя свойствами (включая антисимметричность).  
Замечание 4А.31. При х(у и х(у используется обозначение х<y. Отношение < транзитивно, антирефлексивно XE "отношение:антирефлексивное"  (рефлексивность не выполняется ни для одного элемента), сильно антисимметрично XE "отношение:сильно антисимметричное"  (условия х<y и у<х никогда не выполняются одновременно) и называется строгим порядком XE "порядок:строгий" . Примерами строгого порядка служат естественные отношения < и > числовых множеств, а также строгое вложение множеств, при котором первое из множеств является собственным подмножеством второго.

Табл. 4А.1. Минимальные и максимальные элементы.

	упорядоченные множества 
	min                       
	max
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Для упорядоченных множеств имеют естественный смысл понятия двойственного порядка XE "порядок:двойственный"  и упорядоченного подмножества XE "подмножество:упорядоченное" . Рассмотрим некоторые дополнительные характеристики упорядоченных множеств.

Определение 4А.8. Элемент х на упорядоченном множестве (Х,() называется минимальным XE "элемент:минимальный" , если из условия у(х следует равенство у=х, и максимальным XE "элемент:максимальный" , если из x(y следует, что у=х.

Совокупность всех минимальных и максимальных элементов на (Х,() обозначается соответственно через min X и max X. Минимальные и максимальные элементы для некоторых конкретных упорядоченных множеств указаны в таблице 4А.1 (см. также рис. 4А.3).

Замечание 4А.32. Упорядоченное множество (((Y)\(,() подсказывает весьма экстравагантное определение числа 1 XE "число:один"  – таковым оказывается мощность минимального элемента указанного множества. Не менее оригинально и определение простого числа XE "число:простое"  – минимального элемента упорядоченного множества 
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Замечание 4А.33. При М = min X на упорядоченном множестве (Х,() справедливо соотношение М = max X на (Х,(). Таким образом, понятия максимального и минимального элементов оказываются двойственными в том смысле, любой минимальный элемент упорядоченного множества является максимальным элементом двойственного множества и наоборот. Совокупность  некоторых двойственных понятий упорядоченной структуры приводится в таблице 4А.2. Любому высказыванию, связанному с упорядоченным множеством (Х,(), соответствует двойственное высказывание XE "высказывание:двойственное" , характеризующее (Х,().

Табл. 4А.2. Двойственность понятий.
	понятие
	двойственное понятие

	порядок
	двойственный порядок

	нижний класс сечения
	верхний класс сечения

	минимальный элемент
	максимальный элемент

	наименьший элемент
	наибольший элемент

	миноранта
	мажоранта

	нижняя грань
	верхняя грань

	ограниченность снизу
	ограниченность сверху

	монотонный оператор
	антимонотонный оператор


Определение 4А.9. Элемент х на (Х,() называют наименьшим XE "элемент:наименьший" , если x(y для всех у(Х и наибольшим XE "элемент:наибольший"  при у(х для всех у(Х. Упорядоченное множество с наименьшим (наибольшим) элементом называется ограниченным снизу  XE "множество:ограниченной снизу" (сверху XE "множество:ограниченное сверху" ). Множество, ограниченное как сверху, так и снизу, называют ограниченным XE "множество:ограниченное" .
Замечание 4А.34. Введенные ранее (при определении сечения, см. этаж 3) понятия наименьшего и наибольшего элементов числовых множеств согласуются с определенными выше. Принципиально иное определение ограниченного множества дается в теории метрических пространств  (см. блок С).

Наименьший элемент предшествует всем остальным элементам множества. У минимального элемента нет предшествующего. Если на упорядоченном множестве существует наименьший (наибольший) элемент, то он будет единственным минимальным (максимальным) элементом. Среди всех упорядоченных множеств в таблице 4А.1 ограничено лишь (((Y),().

Замечание 4А.35. Понятия наименьшего элемента и ограниченного 
снизу множества являются двойственными к наибольшему элементу и ограниченному сверху множеству. Ограниченность множества является самодвойственным понятием XE "понятие:самодвойственное"  в том смысле, что оно двойственно к самому себе.

Замечание 4А.36. На квазиупорядоченном множестве (Х,() также имеет смысл понятие наименьшего элемента. Однако в отсутствии антисимметричности из условий х1(у и х2(у для всех элементов х из Х уже не следует совпадение элементов х1 и х2, т.е. возможно существование нескольких наименьших элементов.
Пример 4А.3. Рассматривается произвольное непустое множество Y и подмножество Х из ((Y). Упорядоченное множество (Х,() ограничено тогда и только тогда, когда справедливы включения
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Первый из указанных элементов является наибольшим на (Х,(), а второй – наименьшим. В частности, при Х = ((Y) наибольшим элементом оказывается само множество Y, а наименьшим – пустое множество (см. рис. 4А.2). 

Пример 4А.4. Рассмотрим единичный отрезок [0,1] как упорядоченное подмножество упорядоченного множества действительных чисел. Очевидно, оно ограничено, причем начало отрезка является наименьшим его элементом, а конец – наибольшим. Однако его упорядоченное подмножество (0,1) таковым уже не является. Следовательно, из ограниченности множества, вообще говоря, не следует ограниченность любого его подмножества.

Пример 4А.5. Множество 
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 ограничено снизу, имея в качестве наименьшего элемента (а значит, единственного минимального элемента) число 1. Однако его упорядоченное подмножество 
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 не имеет наименьшего элемента. Это упорядоченное множество имеет бесконечное множество минимальных элементов, состоящее из всевозможных простых чисел (см. рис. 4А.3).

Замечание 4А. 37. Мы убеждаемся, что не все свойства наследуются при переходе от упорядоченного множества к его упорядоченному подмножеству (в терминах теории категории, от объекта к его подобъекту). Еще один пример в этом направлении дают упорядоченные множества (((Y),() и (((Y)\(,() (см. табл. 4А.1).

Пример 4А.6. Рассмотрим множество кругов, лежащих внутри квадрата, упорядоченных в смысле вложения. Отсутствие минимального (тем более, наименьшего) круга очевидно. Любой круг, касающийся какой-либо стороны квадрата, является максимальным элементом данного множества. В то же время наибольший круг не существует, поскольку даже для "самого большого" круга всегда найдется круг, не вложенный в него (см. рис. 4А.13). Таким образом, рассматриваемое упорядоченное множество не ограничено.

Определение 4А.10. Элемент х упорядоченного множество (Х,() называется минорантой XE "миноранта"  подмножества М из Х, если x(y для всех у(М. Если существует наибольшая миноранта множества М, то она называется нижней гранью XE "грань:нижняя"  множества и обозначается через  inf M.

Замечание 4А.38. Двойственными к введенным понятиям являются соответственно, мажоранта XE "мажоранта"  и верхняя грань XE "грань:верхняя"  sup M  множества М. 
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Рис. 4А.13. На множестве кругов внутри квадрата 
много максимальных элементов и нет наибольшего.
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Рис. 4А.14. Миноранта и нижняя грань множества.
В тривиальном упорядоченном множестве (Х,=) минорантой и мажорантой (причем, единственной) обладают только одноэлементные множества вида 
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Пусть (Х,() есть упорядоченное множество, а и b – такие элементы множества Х, что имеет место условие а<b.
Определение 4А.11. Открытый, полуоткрытые и замкнутый интервалы XE "интервал:порядковый"  с границами а и b характеризуются равенствами:

 (a,b) = { x(X | a<x<b };  [a,b) = { x(X | a(x<b };

 (a,b] = { x(X |  a<x(b };  [a,b] = { x(X | a(x(b }.

Замечание 4А.39. К сожалению, столь разные объекты, как пара и открытый интервал обозначаются одинаково, что является очередным свидетельством несовершенства языка математики. Однако подобная ситуация случается и для естественных языков. Так, слово "стекло" является не только существительным, обозначающим соответствующий материал, но глаголом прошедшего времени.

На числовых множествах интервалы имеют естественный смысл. Однако на других упорядоченных множествах мы можем столкнуться с весьма своеобразными интервалами.

Пример 4А.7. На упорядоченном множестве 
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 определим элементы  a=2, b=16. Им соответствуют интервалы (см. рис. 4А.3) 

 (a,b) = {4,8};  [a,b) = {2,4,8};  (a,b] = {4,8,16};  [a,b] = {2,4,8,16}.

Рассмотрим множество  M = [a,b). Его минорантой являются числа 1 и 2. При этом существует наибольшая миноранта 2, т.е. inf M = 2. Мажорантой M будет любое число, кратное восьми. Естественно, 
sup M = 8.
Замечание 4А.40. Определенное понятие интервала будет использоваться в блоке Е для построения специфической топологии на упорядоченном множестве.
Замечание 4А.41. Принципиально иное понятие интервала вводится в теории линейных пространств  (см. блок В).

Операторы, действующие в упорядоченных множествах и сохраняющие отношения порядка, также называются монотонными. Соответствующий смысл имеют и понятия изоморфизма порядка XE "изоморфизм:порядка" , 
изоморфных упорядоченных множеств XE "множества:упорядоченные, изоморфные"  и упорядоченного свойства XE "свойство:упорядоченное" . Так, рассмотренные ранее множества комплексных чисел и точек на плоскости являются изоморфными упорядоченными множествами.
Пример 4А.8. Рассматривается единичный оператор Е на множестве натуральных чисел. Отображение 
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 является монотонным: если число у кратно х, то справедливо неравенство x(y. В то же время обратный оператор 
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 монотонным не является. Действительно, если число х не превосходит у, то из этого не следует, что у кратно х. Таким образом, для монотонной биекции обратный оператор, вообще говоря, не будет монотонным.

Замечание 4А.42. Следует различать оператор  А : X ( Y , переводящий элементы одного множества в элементы другого множества и не затрагивающий их упорядоченную структуру, и оператор  А : (X,(X) ( (Y,(Y), связывающий упорядоченные множества. В частности, трижды упоминаемый в рассмотренном примере символ "Е" в действительности служит обозначением трех принципиально различных операторов (см. рис. 4А.15). Первый из них действует на множестве натуральных чисел и является единичным. Остальные два переводят одно упорядоченное множество в совершенно другое упорядоченное множество и единичными никак не являются (единичный оператор переводит любой объект в себя). Но и эти операторы различаются по своим свойствам. В частности, один из них монотонный, а второй – нет. С позиций теории категорий первый оператор Е в рассмотренном примере является морфизмом категории множеств (даже изоморфизмом), второй – категории упорядоченных множеств (но не изоморфизмом), а третий, хотя и связывает два упорядоченных множества, но морфизмом соответствующей категории не является.
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Рис. 4А.15. Операторы на множестве натуральных чисел.
Замечание 4А.43. То обстоятельство, что обратный оператор к монотонному оператору Е в последнем примере не является монотонным, говорит о том, что мы не имеем дело с изоморфизмом порядка. Рассматриваемые упорядоченные множества в принципе нельзя связать биекцией, которая была бы монотонным оператором и имела бы монотонный обратный оператор. Это означает, что эти упорядоченные множества не изоморфны, т.е. их можно различить по некоторым свойствам с помощью теории упорядоченных структур. В частности, для любых двух натуральных чисел х и у наверняка выполнено одно из условий х(у или у(х. Естественно, на упорядоченном множестве 
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 подобное свойство не реализуется.
Для построения новых упорядоченных множеств на основе уже имеющихся можно воспользоваться описанными ранее процедурами перехода к двойственному упорядоченному множеству, упорядоченному подмножеству и произведению упорядоченных множеств. Еще один способ построения подобных объектов связан с использованием операторов. Пусть задано множество Х, упорядоченное множество (Y,() и оператор 
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 Определим на Х отношение , считая условие ху выполненным, если Ах(Ау. Поскольку для любого элемента х из Х справедливо соотношение Ах(Ах, имеем хх, т.е. отношение  рефлексивно. Предположим, что выполнены одновременно условия ху и уz, что подразумевает справедливость соотношений Ах(Ау и Ау(Аz. Отсюда следует, что Ах(Аz, а значит, хz. Тем самым отношение  оказывается транзитивным, а значит, квазипорядком. Предположим, что выполняются одновременно условия ху и ух. Если справедливы соотношения Ах(Ау и Ау(Ах, то Ах=Ау. Если оператор А является инъекцией, то х=у, т.е. отношение антисимметрично. Таким образом, пара (Х, оказывается упорядоченным множеством (см. рис. 4А.16).

[image: image62.wmf] 

r

 

–

 

прообраз порядка

 

x

r

 

y

 

 

A

 

Ax

£

Ay

 

 õ

 

o

 

 

у

 

o

 

X

 

А

у

 

o

 

Ах

 

o

 

(,)

Y

£

 

s

 

–

 

образ порядка

 

A

x

s

 

A

y

 

 A

 

x

Ј

y

 

 х

 

o

 

 

у

 

o

 

Y

 

А

у

 

o

 

Ах

 

o

 

(,)

X

£

 


Рис. 4А.16. Образ и прообраз порядка.
Определение 4А.12. Порядок  называют прообразом порядка XE "прообраз:порядка"  ( при действии оператора А. 

Замечание 4А.44. Аналогичным образом можно определить прообраз квазипорядка, не требуя при этом инъективность оператора.

Если является прообразом порядка ( при действии оператора А, то последний оказывается монотонным оператором из (Х, в (Y,(). 

Пример 4А.9. Задача оптимального управления XE "задача:оптимального управления" . Любая оптимизационная задача в конечном итоге сводится к минимизации некоторого функционала I на каком-либо множестве допустимых управлений Х. На последнем можно задать квазипорядок , являющийся прообразом естественного порядка на множестве действительных чисел при действии оператора 
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 Решением (возможно, не единственным) задачи оптимального управления является такой элемент х множества Х, который удовлетворяет неравенству I(х) ( I(у) (у(Х, что соответствует условию ху (у(Х. Это соответствует понятию наименьшего элемента. Поскольку мы имеем дело лишь с квазиупорядоченным множеств, единственность наименьшего элемента реализуется далеко не всегда (см. замечание 4А.36). Итак, задача оптимального управления сводится к поиску наименьших элементов на множестве допустимых управлений с квазипорядком, являющимся прообразом естественного порядка на 
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 при действии минимизируемого функционала.
Замечание 4А.45. Упорядоченные структуры являются естественным аппаратом исследования различного рода экстремальных задач. Они изучаются средствами математического программирования XE "программирование:математическое"  (нахождение экстремума функций при каких-то ограничениях), вариационного исчисления XE "исчисление:вариационное"  (нахождение экстремума функционалов, как правило, интегральных), теории оптимального управления XE "теория:оптимального управления"  (нахождение экстремума функционалов при наличии уравнений состояния системы, куда входят варьируемые величины – управления). С экстремальными задачами связана также теория игр XE "теория:игр" , в которой исследуется оптимальные решения системы в условиях конфликта. 
Пусть задано упорядоченное множество (Х,(), множество Y и оператор А : Х ( Y. Определим на множестве Y отношение , считая условие х(у( выполненным, если существуют такие элементы х и у из Х, что Ах=х(, Ау=у( и х(у. Если оператор А является сюръекцией, то для любого х( из Y существует его прообраз х при действии оператора А. Тогда из условия х(х следует соотношение х(х(, т.е. отношение  рефлексивно. Пусть выполнены условия х(у( и у(z(, что подразумевает существование таких элементов х, у и z из Х, что Ах=х(, Ау=у( и Аz=z( и справедливы соотношений х(у и у(z. Отсюда следует, что х(z, а значит, х(z(. Тем самым отношение  оказывается транзитивным. Предположим, что выполнены одновременно условия х(у( и у(х(. Тогда существуют такие элементы х и у из Х, что Ах=х(, Ау=у(, х(у и у(х. В результате получаем равенство х=у, а значит, х(=у(, т.е. отношениеантисимметрично. Следовательно, пара (Y, оказывается упорядоченным множеством (см. рис. 4А.16). 

Определение 4А.13. Порядок  называют образом порядка XE "образ:порядка"  ( при действии оператора А.

Если  является образом порядка ( при действии оператора А, то последний оказывается монотонным оператором из (Х,( в (Y,). 

Замечание 4А.46. Если имеются два изоморфных упорядоченных множества, то каждое из них может пониматься как образ и прообраз другого при действии соответствующего изоморфизма порядка и обратного к нему отображения.

Замечание 4А.47. Понятия образа и прообраза порядка в определенном смысле являются двойственными. Хотя эта двойственность не совпадает с двойственностью порядка.

Замечание 4А.48. Образ и прообраз порядка являются частными случаями понятий образа и прообраза структуры (см. этаж 5). С объектами аналогичной природы мы столкнемся и в других блоках этажа.

Налагая всё более сильные ограничения на упорядоченную структуру объекта, мы постепенно приходим к решеткам (комната 4А.3), линейно упорядоченным множествам (комната 4А.4) и вполне упорядоченным множествам (комната 4А.5).

Комната 4А.3. РЕШЕТКИ

Сижу за решеткой в темнице сырой. 

Михаил ЛЕРМОНТОВ

Рассмотрим один важный класс упорядоченных множеств.
Определение 4А.14. Упорядоченное множество называется  
решеткой XE "решетка:порядковая" , если любое его двухэлементное подмножество имеют нижнюю и верхнюю грань.

Замечание 4А.49. Введенный математический объект иногда называют структурой. Однако мы предпочитаем использовать этот термин для других целей (см. этаж 5). 
Тривиальное упорядоченное множество, включающее в себя более одного элемента, не является решеткой. Очевидно, что на решетке любое непустое конечное подмножество имеет нижнюю и верхнюю грань. 

Пример 4А.10. Рассмотрим упорядоченное множество (((Y),(). Для любых элементов х,у из ((Y) (т.е. подмножеств Y) определяем (см. рис. 4А.17)
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Отметим, что в случае вложения х(у нижняя грань множества {x,y} 
совпадает с х, а верхняя – с у.


[image: image66.wmf] 

sup {

x

,

y

}

 

 

x

 

 

y

 

inf {

x

,

y

}

 

inf {

x

,

y

}  =  

x

 

Ç

 

y

 

sup {

x

,

y

}  =  

x

 

È

 

y

 

Y

 


Рис. 4А.17. Решетка подмножеств (((Y),().
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Рис. 4А.18. Множество непрерывных функций является решеткой.

Пример 4А.11. На множестве 
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 верхней гранью {x,y}, где х, у – произвольные натуральные числа, является их наименьшее общее кратное, а нижней гранью – наибольший общий делитель. На множестве С[0,1] непрерывных функций с естественным (поточечным) порядком нижняя и верхняя грани определяются равенствами (см. рис. 4А.18) 

sup{x,y}(t) = sup{x(t),y(t)}, inf{x,y}(t) = inf{x(t),y(t)} (t([0,1].

Замечание 4А.50. Если аналогичный порядок вводить в классе С1[0,1] непрерывно дифференцируемых функций, то последние соотношения определяют, вообще говоря, не дифференцируемые функции (см. рис. 4А.18). Таким образом, естественным образом упорядоченное множество непрерывно дифференцируемых функций не является решеткой.

Замечание 4А.51. Для решеток понятия наименьшего и минимального (наибольшего и максимального) элементов совпадают, а минимум (максимум) состоят не более чем из одного элемента. Если этот минимум не пуст, т.е. содержит некоторый элемент х, то вместо выражения  min M = {x} обычно используется сокращенная запись min M = x. При этом говорят, что минимум совпадает с нижней гранью. Естественно, для упорядоченных множеств общего вида подобное утверждение не корректно.

Замечание 4А.52.  На любой решетке можно ввести две естественные операции, полагая  x+y = sup{x,y}, x(y = inf{x,y} для произвольных элементов х и у. В этой связи решетки часто изучаются с позиции алгебраических структур (см. блок В). К числу решеток относятся алгебры Буля XE "алгебра:Буля" , играющие важную роль в математической логике и других разделах Математики.

Мы еще вернемся к рассмотрению решеток в последующем блоке. А пока обратимся к упорядоченному множеству, обладающему еще более сильными свойствами.

Комната 4А.4. ЛИНЕЙНО УПОРЯДОЧЕННЫЕ МНОЖЕСТВА

Невозможно поверить, что этот порядок и эта организация не являются отражением реального порядка и реальной организацией. 

              Пьер ДЮГЕМ

Для любых двух элементов рассмотренных числовых упорядоченных множеств с естественным отношением порядка всегда можно однозначно установить предшествование одного из них другому. Это свойство, вообще говоря, не характерное для произвольных упорядоченных множеств, соответствует  понятию линейно упорядоченного множества. Элементы х и у на упорядоченном множестве (Х,() называют сравнимыми XE "элементы:сравнимые" , если выполняется одно из условий x(y или у(х.
Определение 4А.12. Упорядоченное множество, у которого любые два элементы сравнимы, называется линейно упорядоченным XE "множество:линейно упорядоченное" .
Замечание 4А.53. Линейно упорядоченные множества называют также  цепями. Это название прекрасно гармонирует с решетками. Теория упорядоченных структур почему-то имеет определенную склонность к тюремной лексике.

Замечание 4А.54. Происхождение термина "линейная упорядоченность" вполне естественно. Все элементы линейно упорядоченного множества можно расположить в одну линию по их возрастанию или убыванию. В отсутствии линейной упорядоченности подобное расположение уже не представляется возможным (см., в частности, рис. 4А3). 

Замечание 4А.55. В квазиупорядоченном множестве допустимых управлений любые два элемента также оказываются сравнимыми, поскольку из любых двух управлений можно всегда выбрать лучшее – то, значение функционала на котором оказывается наименьшим. Тем самым понятие линейности имеет смысл не только для упорядоченных множеств, но и для существенно более широкого класса квазиупорядоченных множеств. 
Любое линейно упорядоченное множество является решеткой. В частности, при x(y верхней гранью множества {x,y} оказывается элемент у, а нижней – х. Линейно упорядоченными являются упомянутые ранее числовые множества и семейство мощностей Card с естественными порядками. Большинство из рассмотренных упорядоченных множеств не являются линейно упорядоченными (см., в частности, рис. 4А.2, 4А.4).

Замечание 4А.56. Мир так устроен, что любое "хорошее" свойство (в частности, линейная упорядоченность) оказывается приятным исключением из общего правила. Однако, по-видимому, именно исключительность хорошего свойства делает его особо желанным.

Если множество линейно упорядочено, то таковым будет и любое его упорядоченное подмножество. Так, из линейной упорядоченности множеств (Сard,() и 
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 следует справедливость аналогичного свойства и для 
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Замечание 4А.57. Множество 
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 не является линейно упорядоченным. Однако оно обладает линейно упорядоченным подмножеством. В качестве такового можно выбрать множество (Х,|) , где Х = {1, 2, 4, 8, 16, …} (см. рис. 4А3). 

Замечание 4А.58. Хотя множество 
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 является линейно упорядоченным, его произведение на себя таковым не является (см. рис. 4А.4). Таким образом, из линейной упорядоченности множеств, вообще говоря, не следует линейная упорядоченность их произведения. Это означает, что структура линейного порядка не переносится на произведение.   
Замечание 4А.59. Сравнимость элементов возможна и на квазиупорядоченном множестве. Так, в примере 4А.9 квазиупорядок ассоциированный с задачей минимизации функционала I на множестве Х, можно назвать линейным, поскольку для любых элементов х и у из Х числа I(х) и I(у) сравнимы.
Для линейно упорядоченных множеств (но не для упорядоченных множеств общего вида) имеет смысл понятие  сечения. Пусть множества Y и Z образуют разбиение носителя Х линейно упорядоченное множества (Х,(), причем выполнено условие y<z для всех значений y(Y, z(Z. Тогда на Х задано сечение  XE "сечение" Y|Z с нижним классом XE "класс:сечения, нижний"  Y и верхним классом XE "класс:сечения, верхний"  Z.
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Рис. 4А.19. Сечение Y|Z на Q с иррациональным числом х.
Пример 4А.12. Любое иррациональное число х представляет собой некоторое сечение Y|Z множества рациональных чисел (см. этаж 3). При этом множество Y (в упорядоченном множестве рациональных чисел) ограничено сверху, а Z – снизу. Любой элемент из Y является минорантой множества Z, а любой элемент из Z – мажорантой множества Y, причем справедливы равенства (см. рис. 4А.19) 
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 В то же время множества min Z и max Y пусты. Если же число х рационально, то оно либо является наименьшим элементом Z, либо наибольшим элементом  Y.

Замечание 4А.60. На третьем этаже мы уже встречались с сечениями рациональных и действительных чисел, определения которых прекрасно согласуются с приведенным выше.

Мы рассмотрим теперь один специфический класс линейно 
упорядоченных множеств.

Комната 4А.5. ВПОЛНЕ УПОРЯДОЧЕННЫЕ МНОЖЕСТВА

Чистый математик, как и 
музыкант, свободный творец
собственного мира упорядоченной красоты.

Бертран РАССЕЛ

Наше движение неизменно идет в сторону усиления свойств структуры.

Определение 4А.13. Упорядоченное множество называется вполне упорядоченным XE "множество:вполне упорядоченное" , если любое его непустое подмножество имеет 
наименьший элемент. 
Элементы вполне упорядоченного множества называют порядковыми числами XE "число:порядковое" . Любое упорядоченное подмножество вполне упорядоченного множества вполне упорядочено (свойства полной упорядоченности также наследуется при переходе от объекта к его подобъекту). Всякое конечное линейно упорядоченное множество вполне упорядочено. Любое вполне упорядоченное множество линейно упорядочено (для любых его элементов х и у множество {x,y} имеет минимальный элемент, который естественно не превосходит второй элемент).
Из рассмотренных упорядоченных множеств только семейство натуральных чисел с естественным порядком вполне упорядочено. Упорядоченное множество ([0,1],() (подмножество множества действительных чисел с естественным порядком) линейно упорядочено и ограничено. Однако оно не вполне упорядочено. В частности, любой интервал (a,b) из отрезка [0,1] не имеет наименьшего элемента. Линейно упорядоченное множество целых чисел с естественным порядком не является вполне упорядоченным. Однако его можно сделать таковым, если, например, задать следующее упорядочение целых чисел:

1 < 2 < 3 < ... < 0 < -1 < -2 < -3 ...  .

Замечание 4А.61. Согласно теореме Цермело XE "теорема:Цермело"  на всяком непустом множестве можно ввести порядок таким образом, чтобы в результате получилось вполне упорядоченное множество. Теорема Цермело является одним из наиболее глубоких результатов теории множеств и эквивалентна таким ее утверждениям, как аксиома выбора  XE "аксиома:выбора" и лемма Цорна XE "лемма:Цорна" . С аксиомой выбора мы еще столкнемся при исследовании  измеримых структур (см. блок D).
Замечание 4А.62. Наименьший элемент вполне упорядоченного множества (т.е. наименьшее порядковой число) называют нулем XE "нуль:порядковый" . В частности, хорошо знакомое нам число "нуль" является нулем в указанном смысле на вполне упорядоченном множестве мощностей.

Замечание 4.А63. Если в линейно упорядоченных множествах имеется возможность расположения всех элементов в одну цепь по возрастанию, то для вполне упорядоченных множеств помимо этого непременно имеется начало отсчета, т.е. нулевой элемент.
Замечание 4.А64. Отметим в заключение своеобразие расположения комнат данного блока. Каждое последующее множество с упорядоченной структурой является частным случаем предыдущего. Таким образом, весь блок фактически сводится к одной первой комнате, внутри которой располагается вторая комната, которая, в свою очередь, включает в себя третью и т.д. Тем самым по своему строению блок скорее напоминает матрешку, а не естественную систему равноправных комнат. Тем не менее, мы придерживаемся привычного расположения комнат по порядку их следования. Точно также мы будем поступать и в дальнейшем.

На третьем этаже мы сталкивались не только с упорядоченной структурой, но и с принципиально иными свойствами числовых множеств, в частности, с возможностью определения на них соответствующих операций. В результате эти множества оказываются наделенными некоторыми алгебраическими структурами. Объекты подобной природы занимает чрезвычайно обширный второй блок четвертого этажа здания математики. В дальнейшем за счет формализации других свойств числовых множеств будут определены топологические и измеримые пространства, располагающиеся в последующих блоках. Наделяя множества несколькими типами структур одновременно, мы выходим на заключительный блок данного этажа.
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